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Γραφικές Παραστάσεις Τριγωνοµετρικών  Συναρτήσεων. 

Κατά την µελέτη των Ταλαντώσεων, αλλά και των κυµάτων, συχνά απαιτείται να κάνουµε γραφικές παρα-

στάσεις συναρτήσεων, οι οποίες είναι αρµονικές. Άλλωστε αυτό που χαρακτηρίζει τις αρµονικές ταλαντώ-

σεις ή το αρµονικό κύµα, είναι η αρµονικότητα. 

Τι µορφή έχει λοιπόν µια τέτοια συνάρτηση, που στην περίπτωσή µας θα δίνει ένα µέγεθος σε συνάρτηση µε 

το χρόνο; 

Η µορφή κάθε τέτοιας συνάρτησης είναι αυτή του παρακάτω σχήµατος. 

 

 

σχήµα (1) 

Από εκεί και πέρα, το πρόβληµα είναι πού θα τοποθετήσουµε την αρχή των αξόνων, ποια στιγµή θα πάρου-

µε δηλαδή σαν t=0, ή ποια θέση είναι αυτή για την οποία x=0; 

1) Έστω η συνάρτηση x=Αηµωt. Η κλασική ηµιτονοειδής συνάρτηση. Προφανώς για t=0 θα έχουµε x=0, 

ενώ όταν αυξηθεί λίγο ο χρόνος (αµέσως µετά τη στιγµή µηδέν) το ηµίτονο θα γίνει θετικό. Συνεπώς η 

γραφική παράσταση θα προκύψει από την παραπάνω εικόνα, αν τοποθετήσουµε τους άξονες, όπως στο 

παρακάτω σχήµα: 

 

 

σχήµα (2) 

και επειδή δεν συζητάµε για αρνητικούς χρόνους, τελικά η γραφική παράσταση της σχέσης: 

x=Αηµωt,  

είναι αυτή του παρακάτω σχήµατος: 

 

σχήµα (3) 

2) Ας πάρουµε τώρα την συνάρτηση x=Α·συνωt. Συνηµιτονοειδής συνάρτηση. Για t=0 x=+Α, άρα στο µέ-

γιστο της καµπύλης. Ξεκινώντας λοιπόν από την αρχική εικόνα, θα σχεδιάσουµε τους άξονες, όπως στο 

σχήµα: 
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σχήµα (4) 

και πάλι κόβουµε το αρνητικό κοµµάτι των χρόνων και έχουµε: 

 

 

σχήµα (5) 

Ένα σχόλιο και ένα Συµπέρασµα. 

Η συνάρτηση x=Α·συνωt γράφεται και x=Α·ηµ(ωt+π/2). Αν παρατηρήσουµε τα σχήµατα (2) και (4) θα δού-

µε ότι στην πραγµατικότητα έχουµε µεταφέρει τον κατακόρυφο άξονα στο (4) προς τα δεξιά, µετατοπίζο-

ντάς τον κατά γωνία π/2, που αντιστοιχεί σε χρόνο Τ/4. Αυτό είναι ένα γενικότερο συµπέρασµα το οποίο 

µπορούµε να εφαρµόζουµε: 

«Αν η φάση είναι ωt+φ0, ο άξονας µετατοπίζεται προς τα δεξιά, ενώ αν φ=ωt-φ0 θα τον µετα-

τοπίζουµε προς τα αριστερά.» 

 

 

Εφαρµογή 1η: 

Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων: 

i)  x=Α·ηµ(ωt+π/6) 

ii) x= Α·ηµ(ωt+ 5π/6) και 

iii)  x=Α·ηµ(ωt-2π/3) 

Απάντηση: 
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3)  Έστω τώρα ότι έχουµε την συνάρτηση: 

y= 20+10·ηµωt 

      Η συνάρτηση είναι ηµιτονοειδής, συνεπώς θα έχει τη µορφή του σχήµατος (1), αλλά σε κάθε τιµή θα 

προστίθεται η σταθερή τιµή 20. Άρα η καµπύλη θα είναι µετατοπισµένη προς τα πάνω κατά 20, µε αποτέλε-

σµα να έχει τη µορφή του σχήµατος: 

 

 

Εφαρµογή 2η: 

Ένα σώµα κρέµεται στο κάτω άκρο ελατηρίου. Να γίνει η γραφική παράσταση της δύναµης που ασκεί το 
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ελατήριο πάνω  του, για την οποία γνωρίζουµε ότι η τιµή της δίνεται από τη σχέση: 

i)   Fελ= 10+20ηµ(2πt)  (µονάδες στο S.Ι.).  

ii)  Fελ= -10 +15ηµ(2πt+π)  (µονάδες στο S.Ι.) 

Απάντηση: 

 

4) Και µερικές ακόµη χρήσιµες περιπτώσεις: 

α) Αν έχουµε δύο ταλαντώσεις όπου οι αποµακρύνσεις έχουν εξισώσεις: 

x1= Α·ηµ(ωt) και x2=Α·ηµ(2ωt) 

Η δεύτερη ταλάντωση έχει διπλάσια γωνιακή συχνότητα, άρα και συχνότητα από την πρώτη. Συνεπώς 

θα έχει την µισή περίοδο, ή µε άλλα λόγια σε χρόνο όσο διαρκεί η περίοδος της πρώτης, η δεύτερη θα 

κάνει δύο εναλλαγές. 

 

Παράδειγµα 1ο: 

Οι αποµακρύνσεις δύο υλικών σηµείων που εκτελούν α.α.τ. δίνονται από τις εξισώσεις: 

x1= 2·ηµ2πt  και x2= 2·ηµ4πt  (µονάδες στο S.Ι.) 

Να παρασταθούν γραφικά οι παραπάνω αποµακρύνσεις σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

Απάντηση: 

Η περίοδος της πρώτης είναι Τ1=1s, ενώ της δεύτερης Τ2=0,5s και οι γραφικές παραστάσεις είναι: 
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β)  Και αν θέλουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  x= Α·ηµ
2
ωt; 

Η παραπάνω σχέση γράφεται: 

 

Συνεπώς η συνάρτηση είναι συνηµιτονοειδής µετατοπισµένη όµως προς τα πάνω κατά Α/2 και ξεκινώ-

ντας για t=0 από την τιµή x=0. Έχουµε δηλαδή την παρακάτω καµπύλη. 

 

Προσέξτε ότι σε χρόνο µιας περιόδου, έχουµε δύο εναλλαγές (αφού τελικά η γραφική παράσταση είναι 

του συν(2ωt). 

 

Παράδειγµα 2ο: 

Σε µια α.α.τ. η εξίσωση της δυναµικής ενέργειας δίνεται από τη σχέση U=Ε·συν2
ωt. Να γίνει η γραφική της 

παράσταση. 

Απάντηση: 

Με τη βοήθεια της τριγωνοµετρίας παίρνουµε: 

 

Συνεπώς και πάλι έχουµε συνηµιτονοειδή καµπύλη, διπλάσιας συχνότητας µετατοπισµένη προς τα πάνω 

κατά Ε/2, όπου για t=0, U=Ε. 

 

 
Επιµέλεια 

∆ιονύσης Μάργαρης 


