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∆υο ελατήρια, δυνάµεις και ενέργειες. 

Το σώµα µάζας m=1kg του σχήµατος ισορροπεί  στη θέση του σχήµατος, όπου το 

ιδανικό ελατήριο σταθεράς k1=100Ν/m είναι επιµηκυµένο κατά ∆l1=0,07m και το 

ιδανικό ελατήριο σταθεράς Κ2 είναι παραµορφωµένο κατά ∆l2=0,01m.  

i) Να υπολογίσετε την σταθερά του ελατηρίου k2. 

ii)  Εκτρέπουµε το σώµα από τη θέση ισορροπίας του και το αφήνουµε ελεύθερο. Να 

δείξετε ότι το σύστηµα θα εκτελέσει α.α.τ και να υπολογίσετε την συχνότητά της.  

iii)  Ανυψώνουµε το σώµα κατά d=0,05m προς τα πάνω και τη χρονική στιγµή t=0 το 

αφήνουµε ελεύθερο.  

iv) Να υπολογίσετε σε συνάρτηση µε το χρόνο τις αριθµητικές τιµές της δύναµης 

επαναφοράς της α.α.τ, Fεπ= Fεπ(t) και των δυνάµεων των ελατηρίων Fελ1= Fελ1(t) 

και Fελ2= Fελ2(t) 

v) Να υπολογίστε το έργο WF της δύναµης F
�

 που ασκούµε για να µετακινήσουµε 

το σώµα κατά d=0,05m i) πάνω από την αρχική θέση ισορροπίας του και ii) κάτω από την αρχική θέση 

ισορροπίας του. ∆ίνεται g=10m/s2. Να θεωρήσετε ως θετική φορά για την αποµάκρυνση της α.α.τ την 

αντίθετη του βάρους του σώµατος.  

Απάντηση: 

 

i) Η δύναµη Fελ1 που ασκεί το ελατήριο σταθεράς k1 στο σώµα είναι: Fελ1= k1 ∆l1⇒   

Fελ1=100 ⋅ 0,07⇒  Fελ1=7Ν  (1) και είναι κατά µέτρο µικρότερη από το βάρος του σώµατος W=mg=10N   

(2). Άρα η δύναµη που ασκεί το ελατήριο σταθεράς k2 πρέπει να έχει φορά προς τα πάνω για να ισορρο-

πεί το σώµα, δηλαδή το ελατήριο είναι συσπειρωµένο. Από τη συνθήκη ισορροπίας του σώµατος έχου-

µε: 

1

1 1 2 2 2
2

0 0 3 3 300 3
( )

( )
F W F k l W F F N k ∆l k N ( ).+ + = ⇒ − + = ⇒ = ⇒ ⋅ = ⇒ =
� � �

ελ1 ελ2 ελ2 ελ2∆  

ii)  Στην αρχική θέση ισορροπίας του σώµατος (Ο): 1 1 2 2k l k l W ( 4 ). ( 3 ).+ =∆ ∆  

Εκτρέπουµε το σώµα κατά x προς την κατεύθυνση του βάρους του και στη θέση (Γ) το αφήνουµε ελεύ-
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θερο: 

 ( ) ( ) 1 1 2 2F F F F k ( l x ) k ( l x ) W′ ′= + + ⇒ = − + − + + ⇒Γ ελ1 ελ2 ΓΣ W Σ ∆ ∆
�� � �

 

( ) 1 1 1 2 2 2F k l k x k l k x W= − − − − +ΓΣ ∆ ∆  

( 4 )

( ) 1 2F ( k k )x⇒ = − +ΓΣ  

 Το σύστηµα εκτελεί α.α.τ µε σταθερά ταλάντωσης D= Κ1+ Κ2. 

 

Σηµείωση:  

Στη διαδικασία που ακολουθήθηκε για να αποδείξουµε ότι το σώµα εκτελεί α.α.τ ως θετική φορά θεωρήθηκε 

η φορά της εκτροπής του σώµατος και όχι η φορά που ορίζεται ως θετική για την αποµάκρυνση του σώµα-

τος. Η επιλογή φοράς µπορεί να γίνει αυθαίρετα και δεν είναι απαραίτητο να οριστεί αν χρησιµοποιήσουµε 

τις διανυσµατικές εκφράσεις των δυνάµεων:  

ΘΕΣΗ (Ο):  1 2 1 1 2 2F F k l k l
→ →

+ + ⇒ − − +ελ ελ W=0 ∆ ∆ W=0
� �� �

   (4α) 

     ΘΕΣΗ (Γ): ( ) ( ) 1 1 2 2F F F F k ( l x ) k ( l x )
→ →

′ ′= + − ⇒ = − + − + − ⇒Γ ελ1 ελ2 ΓΣ W Σ ∆ ∆ W
� �� � � �

� �

 

(4α)

(Γ) 1 1 1 2 2 2 (Γ) 1 2ΣF k ∆l k x k ∆l k x W ΣF k x k x
→ →

= − − − − − ⇒ = − − ⇒
� � �

� � � �

 

( ) 1 2 ( )F ( k k )x F Dx= − + ⇒ = −Γ ΓΣ Σ
� �

� �

  µε D= k1+ k2. 

Η περίοδος της α.α.τ είναι:   T=2π
( 3 )

1 2
1

1 2

k km 1 10
f f Hz ( 5 )

k k 2 m

+
⇒ = ⇒ =

+ π π
. 

iii)  Η θέση (∆) στην οποία αφήνουµε το σώµα ελεύθερο είναι ακραία θέση της α.α.τ που θα εκτελέσει: 

y(∆)=+d=+A=0,05m   (6) (διότι υ(∆)=0).   

Η γωνιακή συχνότητα της α.α.τ είναι 
( 5 )

2 f 20rad / s (7 ).= ⇒ω π ω=  Η εξίσωση της αποµάκρυνσης 

της α.α.τ είναι: 

 y=Aηµ(ωt+φ0) 
( 6 )

( 7 )
y 0,05⇒ = ηµ(20t+φ0) 

t 0

0,05 0,05
=

⇒ + =
(θέση∆)

ηµφ0

1
rad.

0 2 2

= 
⇒ ⇒ =

≤ < 

0

0

0

ηµφ π
φ

φ π
 

Άρα y=0,05ηµ 20t ( S.I ) ( 8 )
2

 
+ 

 

π
. 

Η έκφραση της δύναµης επαναφοράς σε συνάρτηση µε το χρόνο είναι: Fεπ=-Dy ⇒  Fεπ=-(k1+k2)y 
(3)

⇒   

Fεπ=-20ηµ 20t ( S.I )
2

 
+ 

 

π
. 

Οι αριθµητικές τιµές των δυνάµεων των ελατηρίων σε συνάρτηση µε το χρόνο υπολογίζονται ως εξής:  

1ος τρόπος 

Στην τυχαία θέση (Ζ) η διανυσµατική έκφραση της παραµόρφωσης του ελατηρίου σταθεράς k1 είναι:  
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1l y
→ →

+∆  άρα 1 11 1 1 1 1F k ( l y ) F k l k y
→ → → → → →

= − + ⇒ = − −ελ ελ∆ ∆ , 

χωρίς να χρησιµοποιήσουµε τη δοθείσα θετική φορά. Αντικαθιστούµε τις αριθµητικές (αλγεβρικές) τιµές 

των διανυσµάτων:  

1 1 1 1F k l k y= − −ελ ∆ ⇒ 1F =ελ -100(-0,07)-100y
(8)

⇒ 1F =ελ 7- 5ηµ 20t ( S.I )
2

 
+ 

 

π
. 

Αντίστοιχα: 2 22 22 2 2F k ( y l ) F k y k l
→ → → → → →

= − + ⇒ = − −ελ ελ∆ ∆  

Για τις αριθµητικές (αλγεβρικές) τιµές των διανυσµάτων έχουµε:  

2 2 2 2F k y k l= − −ελ ∆ ελ2 2 2 2F k y k ∆l= − −
(8)

⇒

2 2 )F 300 0,05 20t 300( 0,01) F 3 15 20t ( S.I )
2 2

   
=− ⋅ + − − ⇒ = − +   

   
ελ ελ(

π π
ηµ ηµ  

Το ερώτηµα στον τρόπο αυτό αντιµετωπίσθηκε χωρίς να χρησιµοποιήσουµε ότι το σύστηµα εκτελεί α.α.τ . 

2ος τρόπος 

Όπως έχουµε δείξει στο β. ερώτηµα το σύστηµα εκτελεί α.α.τ.Στην τυχαία θέση (Ζ): 

1 2 1 2 1 2 2F D y F F W D y F D y W F F D y W k ( y l )
→ → → → → → → → → → → → → → →

= − ⇒ + + = − ⇒ = − − − ⇒ = − − + +ελ ελ ελ ελ ελΣ ∆  

1 2 2 2F D y W k y k l
→ → → → →

⇒ = − − + +ελ ∆  

 αντικαθιστούµε τις αριθµητικές (αλγεβρικές) τιµές των διανυσµάτων:  

( 8 )

1 1 2 2 2 2F ( k k )y W k y k= − + − + + ⇒ελ ∆l  

1F 20 ( 20t ) ( 10 ) 300 0,05 ( 20t ) 300( 0,01)
2 2

= − + − − + ⋅ + + −ελ

π π
ηµ ηµ ⇒  

Αντίστοιχα από τη σχέση: 1 2 2 1F F W D y F D y F W
→ → → → → → → →

+ + = − ⇒ = − − − ⇒ελ ελ ελ ελ  

2 21 1 11 1F D y k ( l y ) W F D y k l k y W .
→ → → → → → → → → →

= − + + − ⇒ = − + + −ελ ελ∆ ∆  

Αντικαθιστούµε τις αριθµητικές (αλγεβρικές) τιµές των διανυσµάτων: 

( 8 )

2 1 11F D y W k l k y= − − + + ⇒ελ ∆  

2 220 ( 20t ) ( 10 ) 100( 0,07 ) 100 0,05 ( 20t ) 3 15 ( 20t )
2 2 2

F F= − + − − + − + ⋅ + ⇒ = − +ελ ελ

π π π
ηµ ηµ ηµ . 

iv)  1ος τρόπος 

Αντιµετωπίζουµε το ερώτηµα χωρίς να χρησιµοποιήσουµε ότι το σύστηµα εκτελεί α.α.τ όταν αφήσουµε το 

σώµα ελεύθερο. 

 α) Για τη µετακίνηση του σώµατος από τη θέση αρχικής ισορροπίας του (Γ) στη θέση (∆) εφαρµόζουµε το 

θεώρηµα έργου – ενέρεγειας (Θ.Ε.Ε): ΣWF=∆Κ F W F F ( ) ( O )1 2
W W W W K K⇒ + + + = − ⇒∆ελ ελ
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1

1 1

1 1 1

2 2 2 2
F 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
F 1 2 1 1 2 2 F 1 2 1 1 2 2

( 4 ) ( 3 )
2 2

F 1 1 2 2 1 2 F 1 2 F

1 1 1 1
W Wd k l k ( l d ) k l k ( d l ) 0 0

2 2 2 2
1 1

W Wd ( k k )d ( k l k l )d 0 W Wd ( k k )d ( k l k l )d
2 2

1 1
W (W k l k l )d ( k k )d W ( k k )d W 0,5J

2 2

− + − − + − − = − ⇒

− − + + + = ⇒ = + + − + ⇒

= − − + + ⇒ = + ⇒ =

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆

 

β) Αντίστοιχα για τη µετακίνηση του σώµατος από τη θέση αρχικής ισορροπίας (Γ) στη θέση (Η) η εφαρµο-

γή του Θ.Ε.Ε δίνει: ΣWF =∆Κ
2 1 2F W F F ( H ) ( O )W W W W K K⇒ + + + = − ⇒

ελ ελ
 

2

2

2 2

2 2

2 2 2 2
F 1 1 1 1 2 2 2 2

2
F 1 2 1 1 2 2

( 4 )
2 2

F 1 2 1 1 2 2 F 1 1 2 2 1 2

( 3 )
2

F 1 2 F

1 1 1 1
W mgd K l K ( l d ) K l K ( l d ) 0 0

2 2 2 2
1

W Wd ( k k )d ( k l k l )d 0
2

1 1
W Wd ( k k )d ( k l k l )d W ( W k l k l )d ( k k )d

2 2
1

W ( k k )d W 0,5J
2

+ + − + + − + = − ⇒

+ − + − + = ⇒

= − + + + + ⇒ = − + + + + ⇒

= + ⇒ =

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

 

2ος τρόπος 

Η ενέργεια που προσφέρουµε µέσω του έργου WF της δύναµης F
→

είναι η ενέργεια ταλάντωσης του συστή-

µατος.Η θέση στην οποία αφήνουµε το σώµα ελεύθερο και στις δύο περιπτώσεις είναι  ακραία θέση της τρο-

χιάς της α.α.τ, άρα d=Α=0,05m και  WF=Ε= ½ DA2⇒  WF= ½ (k1+k2) d
2

1

( 3 )

FW 0,5J⇒ = ,δηλαδή το ζητού-

µενο έργο και στις δύο περιπτώσεις είναι το ίδιο διότι αποτελεί την ενέργεια ταλάντωσης σε δύο α.α.τ της 

ίδιας σταθεράς ταλάντωσης D=k1+k2 και του ίδιου πλάτους d. 

  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1.Από τις εκφράσεις του ζητούµενου έργου στις δύο περιπτώσεις : 

1

2
F 1 2 1 1 2 2

1
W Wd ( k k )d ( k l k l )d

2
= + + − +∆ ∆ και 

2

2
F 1 2 1 1 2 2

1
W Wd ( k k )d ( k l k l )d

2
= − + + + +∆ ∆  εύ-

κολα προκύπτει ότι τα έργα των συντηρητικών δυνάµεων του βάρους W
�

του σώµατος και των δυνάµεων 

F
→

ελ1 και F
→

ελ2των ελατηρίων αλληλοαναιρούνται λόγω της συνθήκης ισορροπίας W= 1 1 2 2k l k l+∆ ∆  µε α-

ποτέλεσµα το έργο της δύναµης F
→

 να είναι το ίδιο.Αυτό συµβαίνει διότι στις συντηρητικές δυνάµεις το έρ-

γο εξαρτάται από την απόσταση µεταξύ της αρχικής και τελικής θέσης του σώµατος που στην περίπτωση 

αυτή είναι d ανεξάρτητα από τη φορά της µετατόπισης του σώµατος.Η µεταβολή της δυναµικής βαρυτικής 

ενέργειας του σώµατος και στις δύο περιπτώσεις αναιρεί (είναι αντίθετη) τις µεταβολές των δυναµικών ε-

νεργειών των ελατηρίων και αποµένει το έργο της δύναµης F
→

που προσδίδει στο σύστηµα την ενέργεια τα-

λάντωσης που χρειάζεται για να εκτελέσει α.α.τ όταν το αφήσουµε ελεύθερο. 
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2. Ένα συνηθισµένο λάθος σε τέτοια ερωτήµατα είναι να θεωρούµε ότι το έργο της εξωτερικής δύναµης F
→

 

ισούται µε τη µεταβολή της δυναµικής ενέργειας των ελατηρίων. Στην περίπτωση δ.i) αυτό θα οδηγούσε στο 

αποτέλεσµα  
1

2
F 1 2 1 1 2 2

1
W ( k k )d ( k l k l )d

2
= + − +∆ ∆

(3)

⇒   
1FW 0,5 0,5= − ⇒  

1FW = 0!!!, δηλαδή ότι θα 

µπορούσε να µετακινηθεί το σώµα χωρίς δαπάνη ενέργειας. 

 
Επιµέλεια:  

Ξενοφών Στεργιάδης 

 


