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Ταλάντωση  των εµβόλων µιας µηχανής  

Το έµβολο E1  µιας µηχανής εσωτερικής καύσης, κινείται κατακόρυφα,  

εκτελώντας 300 απλές αρµονικές ταλαντώσεις ανά λεπτό της ώρας.  

Τη χρονική στιγµή  t = 0, η αποµάκρυνση από τη θέση ισορροπίας του  

είναι  xo = +0,1m, και η αλγεβρική τιµή της ταχύτητάς του είναι    υο= - π 

m/s. 

Α.  Να αποδείξετε ότι η αποµάκρυνση x1 του εµβόλου E1 από τη θέση ι-

σορροπίας του σε συνάρτηση µε το χρόνο t  δίνεται από τη σχέση   

1

3π
x 0,1 2 ηµ 10πt

4
 = ⋅ ⋅ + 
 

 στο SI . 

Β. Ένα δεύτερο έµβολο E2 της  ίδιας µηχανής  που ταλαντώνεται κατακό-

ρυφα µε ίδιο πλάτος και µε την ίδια συχνότητα µε το Ε1, προηγείται  σε φάση απ’ αυτό κατά  π/2  rad.  

Αν οι θέσεις ισορροπίας των δυο εµβόλων βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο  να υπολογίσετε : 

Β1. τη συνάρτηση αποµάκρυνσης – χρόνου x2 = f(t)  για το έµβολο Ε2 

Β2. τη µέγιστη κατακόρυφη απόσταση µεταξύ των δυο εµβόλων 

Β3.  τις χρονικές στιγµές που τα έµβολα Ε1 , Ε2 θα βρίσκονται στο ίδιο ύψος 

Β4. τις χρονικές στιγµές που η κατακόρυφη απόσταση µεταξύ των Ε1 , Ε2 θα είναι µέγιστη 

Β5.  τη συνάρτηση  d = f(t) όπου d  η κατακόρυφη απόσταση µεταξύ των εµβόλων, και να την παραστή-

σετε  γραφικά.   Επιβεβαιώστε τις απαντήσεις στα ερωτήµατα Β2 , Β3 , Β4 µε τη βοήθεια της γραφι-

κής παράστασης. 

∆ίνεται π² = 10  και  
α β α β

ηµα ηµβ 2ηµ συν
2 2

− +   − = ⋅   
   

  

Απάντηση 

 Α. Η συχνότητα των ταλαντώσεων είναι  

N 300
f Hz 5Hz

t 60
= = =  

και η κυκλική συχνότητα ω = 2πf = 10π rad/s . 

Με βάση την αρχή διατήρησης της ενέργειας (Α∆Ε) για την ταλά-

ντωση του Ε1 έχουµε ότι 

2 2 2
o o 1

1
2

1 1 1
mυ Dx DA

Α 0,1 2 m2 2 2

D mω

+ = 
→ = ⋅

= 

. 

 Στον κύκλο αναφοράς των ταλαντώσεων – σχήµα 1- , τη χρονική 

στιγµή t = 0  το στρεφόµενο διάνυσµα 1A
��

 που έχει µέτρο ίσο µε το πλάτος της ταλάντωσης του εµβόλου Ε1: 

α. επειδή  είναι xο > 0 θα βρίσκεται ή στην θέση (1) ή στη θέση (2) 

β. επειδή µας  δίνεται  υο < 0,   συµπεραίνοµε ότι  βρίσκετε στη θέση (2) και η αρχική φάση είναι ο

π
φ θ

2
= +   
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Όµως ο

1

x 0,1 2
συνθ

Α 20,1 2
= = =

⋅
   άρα 

π
θ

4
=   και ο

π π 3π
φ  rad

2 4 4
= + =  

Η εξίσωση αποµάκρυνσης – χρόνου είναι της µορφής  x1 = Α1ηµ(ωt+φο)  άρα 

1

3π
x 0,1 2 ηµ 10πt

4
 = ⋅ ⋅ + 
 

 στο SI 

Β1. Επειδή η ταλάντωση του εµβόλου Ε2 προηγείται σε φάση κατά π/2 ,  το στρεφόµενο διάνυσµα 2Α
��

 τη 

χρονική στιγµή  t = 0  θα βρίσκεται στη θέση (3) του σχήµατος 1 , και επειδή το πλάτος της είναι Α2 = Α1  η 

συνάρτηση  αποµάκρυνσης χρόνου για την ταλάντωση αυτή είναι 

2

3π π
x 0,1 2 ηµ 10πt

4 2
 = ⋅ ⋅ + + 
 

 ή 

2

5π
x 0,1 2 ηµ 10πt

4
 = ⋅ ⋅ + 
 

  στο SI . 

 

B2. Επειδή τα δυο έµβολα ταλαντώνονται µε την ίδια περίοδο, το ορθογώνιο 

ισοσκελές τρίγωνο ΟΒΓ περιστρέφεται χωρίς να µετασχηµατίζεται και οι 

προβολές των διανυσµάτων 1 2Α  , Α
�� ��

κάθε χρονική στιγµή t  πάνω στον άξονα 

της κίνησης x΄x ,  µας δίνουν τις στιγµιαίες θέσεις  x1 , x2  των δυο εµβόλων. 

 Εξ’ άλλου , όπως φαίνεται στο σχήµα 2, η απόσταση των δυο εµβόλων είναι 

ίση µε την προβολή d
�

 του διανύσµατος ΒΓ
����

 στον άξονα x΄x.   

 Η αλγεβρική τιµή  του διανύσµατος d
�

 µεταβάλλεται από          - dmax   µέχρι   

+dmax όπου  dmax = ΒΓ
����

  ,  όταν το ΒΓ
����

 είναι παράλληλο στον x΄x  και  d = 0 

όταν το ΒΓ
����

είναι κάθετο στον άξονα x΄x.    

  Άρα , η µέγιστη κατακόρυφη απόσταση µεταξύ των δυο εµβόλων µε βάση πυθαγόρειο θεώρηµα είναι  

2 2
maxd OB OΓ Α 2 0,1 2 2 m = 0,2 m.= + = = ⋅ ⋅  
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Β3. Τα έµβολα, βρίσκονται στο ίδιο ύψος, όταν  κατακόρυφη µεταξύ τους απόσταση είναι   d = 0 , δηλαδή 

κάθε φορά που το ΒΓ
����

είναι κάθετο στον άξονα x΄x. Έστω ότι αυτό συµβαίνει για πρώτη φορά τη χρονική 

στιγµή t1 όπως φαίνεται στο σχήµα 3, και για δεύτερη φορά τη χρονική στιγµή t2 όπως στο  σχήµα 4. 

Επειδή το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ορθογώνιο ισοσκελές, στη θέση  του σχήµατος 3,  η  Οx΄ είναι ύψος και διχο-

τόµος άρα θ1 = θ2 =π/4 . 

 Άρα το τρίγωνο ΟΒΓ έχει περιστραφεί κατά   

∆θ1 = π-(θ+θ1) = π/2 ή 1 1 1

2π π T
ωt π 2 ή t ή t

Τ 2 4
�= = =    

Τη χρονική στιγµή t2  τρίγωνο  ΟΒΓ θα έχει περιστραφεί κατά ∆θ2 = ∆θ1 

+π  ή ∆θ2 = 3π/2 ή 2

2π 3π
t

Τ 2
=  ή  2

3Τ Τ Τ
2

4 4 4
t = = + =

3T

4
 

Η  επόµενη χρονική στιγµή t3 που θα είναι  d = 0 , το τρίγωνο ΟΒΓ θα 

βρίσκεται στη θέση του σχήµατος 3 , και θα έχει περιστραφεί επί πλέον 

κατά π δηλαδή  

3

Τ Τ Τ 5Τ
t 2 2

4 4 4 4
= + + =  κλπ . 

Άρα τα έµβολα βρίσκονται στο ίδιο ύψος κατά τις χρονικές στιγµές  

( )N

T
t 2N 1

4
= +  , όπου  N =0,1,2,3,4, ... και Τ = 2π/ω =0,2 s. 

B4. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα , η κατακόρυφη απόσταση µεταξύ των εµβόλων θα είναι µέγιστη όταν το 

τρίγωνο ΟΒΓ βρίσκεται στις θέσεις που φαίνονται στα σχήµατα 5 και 6. 

Έτσι, για πρώτη φορά θα βρεθεί στη θέση του σχήµατος 6 αφού περι-

στραφεί κατά π δηλαδή τη χρονική στιγµή  t = T/2 , για δεύτερη φορά 

τη χρονική στιγµή t = T/2+T =3T/2 ,  για τρίτη τη χρονική στιγµή  t = 

3T/2+T = 5T/2   ...κλπ. 

Στη θέση του σχήµατος 5 θα βρίσκεται τις χρονικές στιγµές 0, Τ , 2Τ , 

3Τ , .... 

∆ηλαδή η µέγιστη κατακόρυφη απόσταση των εµβόλων παρατηρείται 

κατά τις χρονικές στιγµές  

k

T
t k

2
=  , όπου k = 0,1,2,3,4... και Τ = 0,2 s. 

Β5 . Είναι  d = x2-x1 =
5π 3π

0,1 2ηµ 10πt 0,1 2ηµ 10πt
4 4

   + − +   
   

  και µε βάση την ταυτότητα 

α β α β
ηµα ηµβ 2ηµ συν

2 2

− +   − =    
   

 έχοµε  ότι 
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5π 3π 5π 3π
10πt 10πt 10πt 10πt

4 4 4 4d 2 0,1 2 ηµ συν
2 2

   + − − + + +   
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

   
   

 ή 

( )π
d 0,2 2 ηµ συν 10πt π

4
= ⋅ ⋅ ⋅ +   ή 

( )d 0,2συν 10πt π= +  ή 

d = - 0,2 συν( 10πt )⋅  στο SI. 

Η γραφική παράσταση της  συνάρτησης αυτής , φαίνεται στο σχή-

µα 7 από το οποίο, προκύπτει ότι πράγµατι είναι  d = 0  κατά τις 

χρονικές στιγµές T/4, 3T/4 ,5Τ/4  ...(2N+1)T/4 , ... 

και ότι d = dmax = 0,2 m κατά τις χρονικές στιγµές  

 0, Τ/2 , Τ, ...kT/2 , ... 
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