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Κύλιση χωρίς  ολίσθηση, u=ucm  και στιγµιαίος άξονας 

περιστροφής . 

Ένας συµπαγής οµογενής δίσκος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει µε το επίπεδό του κατακόρυφο πάνω σε 
οριζόντιο δάπεδο έχοντας ταχύτητα κέντρου µάζας ucm. 

i) Πόσα και ποια σηµεία της περιφέρειας του δίσκου έχουν ταχύτητα µέτρου ίσου µε το µέτρο τη 

ταχύτητας του κέντρου µάζας (ως προς παρατηρητή ακίνητο στο έδαφος); 

ii)  Ποια σηµεία του δίσκου (ποιος είναι ο γεωµετρικός τόπος τους;) έχουν ταχύτητα µε µέτρο ίσο µε το 

µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας (ως προς παρατηρητή ακίνητο στο έδαφος);  

 

Σηµείωση: Προφανώς η περίπτωση 2 καλύπτει και την περίπτωση 1. Την ξεχώρισα ωστόσο γιατί µπορεί να 
απαντηθεί από τους µαθητές της Γ΄ Λυκείου χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία.  

Απάντηση: 

Α. Με τη βοήθεια της αρχής της επαλληλίας 

Θεωρούµε την κύλιση χωρίς ολίσθηση επαλληλία µια µεταφορικής κίνησης του δίσκου µε  
cm
u
�

και µιας 

περιστροφικής κίνησης µε γωνιακή ταχύτητα ω
�

 γύρω από (νοητό) άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο 
µάζας του δίσκου και είναι κάθετος στο επίπεδό του. Η ταχύτητα οποιουδήποτε σηµείου του δίσκου ως προς 
παρατηρητή ακίνητο στο έδαφος µπορεί να υπολογιστεί από το διανυσµατικό άθροισµα της ταχύτητας που 
έχει λόγω µεταφορικής κίνησης και της γραµµικής ταχύτητας που έχει λόγω περιστροφικής κίνησης:  

cm
u u uγρ= +
� � �

 

Εφόσον ο δίσκος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει η ταχύτητα του σηµείου επαφής µε το δάπεδο (∆ στο σχήµα) 
είναι µηδενική και εποµένως ισχύει  

0 γρ περ γρ περ= − ⇒ =
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u u u u  

Θεωρούµε τυχαίο σηµείο Ζ της περιφέρειας του δίσκου το οποίο έχει για τον ακίνητο παρατηρητή ταχύτητα 
µε µέτρο ίσο µε το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας. 

Η γωνίες που σηµειώνονται µε ∆φ στο σχήµα είναι ίσες µεταξύ τους γιατί είναι αµβλείες και έχουν τις 
πλευρές τους κάθετες µεταξύ τους. Το τρίγωνο των ταχυτήτων είναι ισόπλευρο αφού ucm=uγρ,περ=uZ 
εποµένως θ=60Ο. Είναι ∆φ=2θ=1200. (Οι δύο γωνίες που σηµειώνονται µε θ είναι ίσες γιατί το 
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παραλληλόγραµµο είναι ρόµβος και στον ρόµβο η διαγώνιοι διχοτοµούν τις γωνίες). Το ίδιο ισχύει για το 
σηµείο C που βρίσκεται στο άλλο άκρο της οριζόντιας χορδής στην οποία ανήκει το Ζ. 

Τελικά λοιπόν υπάρχουν δύο σηµεία (τα Ζ και C) στην περιφέρεια του δίσκου µε µέτρο ταχύτητας (ως προς 
ακίνητο παρατηρητή στο έδαφος) όσο και το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας. 

Αναλυτικά θα καταλήγαµε στο συµπέρασµα αυτό ως εξής: 
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Αναζητούµε τώρα σηµεία που απέχουν από το κέντρο του κύκλου απόσταση r<R όπου R η ακτίνα του 
κύκλου και τα οποία έχουν ταχύτητα µε µέτρο ίσο µε το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας. 

∆εν ισχύει πλέον uγρ,Γ=ucm γιατί το Γ δεν ανήκει στην περιφέρεια του δίσκου. Αντ’ αυτού έχουµε: 

,
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u r
u r r u

R Rγρ ωΓ
 = ⋅ = ⋅ = ⋅ 
 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι ucm=ωR. 

Έχουµε: 
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Η σχέση αυτή για r=R καταλήγει στο αποτέλεσµα της πρώτης µας περίπτωσης. 

Οι χρωµατισµένες µε πορτοκαλί χρώµα γωνίες στο σχήµα έχουν τις πλευρές τους κάθετες και είναι η µία 
οξεία και η άλλη αµβλεία. Εποµένως είναι παραπληρωµατικές και άρα ισχύει : 

1( ) ( )συν ϕ συν ϕ∆ = ∆  

Υπολογίζουµε την απόσταση ρ του σηµείου Γ από το σηµείο επαφής µε το δάπεδο: 
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∆ηλαδή όλα τα σηµεία που έχουν ταχύτητα µέτρου ucm  απέχουν από το δάπεδο απόσταση ίση µε την ακτίνα 
του δίσκου, εποµένως ο γεωµετρικός τους τόπος είναι τόξο κύκλου µε κέντρο το σηµείο επαφής µε το 
δάπεδο και ακτίνα ίση µε την ακτίνα του δίσκου: 

 Θα πει κανείς: Πώς σκεφτήκαµε να υπολογίσουµε την απόσταση από το σηµείο επαφής µε το δάπεδο; Για 

να είµαι ειλικρινής έτσι: 

Β. Με χρήση του στιγµιαίου άξονα περιστροφής 

Θεωρούµε τη σύνθετη κίνηση του δίσκου ως καθαρή στροφική 
κίνηση γωνιακής ταχύτητας µέτρου ω γύρω από στιγµιαίο άξονα 
περιστροφής ο οποίος διέρχεται από το σηµείο επαφής του δίσκου 
µε το δάπεδο και είναι κάθετος στο επίπεδο του δίσκου. 

Αναζητούµε σηµεία µε u=ucm οπότε έχουµε: 

1 1cmu u R R R Rγρ ω ω= ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ =  

όπου R1 η απόσταση των σηµείων από τον στιγµιαίο άξονα (δηλ. από το σηµείο επαφής µε το δάπεδο) και R 
η ακτίνα του δίσκου. 

Από το ισόπλευρο τρίγωνο του σχήµατος είναι φανερό ότι θ=60ο. 

Καταλήξαµε δηλαδή στο ίδιο αποτέλεσµα µε σαφώς λιγότερο κόπο. 

 

Επιµέλεια  
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