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Συµβολή κυµάτων και σύνθεση ταλαντώσεων. 

 

Σύµφωνα µε το σχολικό βιβλίο, υποθέτουµε ότι σε δύο σηµεία Π1 και Π2 της επιφάνειας ενός ελαστικού µέ-

σου υπάρχουν δύο σύγχρονες πηγές παραγωγής αρµονικών κυµάτων ίδιας συχνότητας f και πλάτους Α που 

έχουν εξίσωση ταλάντωσης:  

y=Aηµωt 

Επειδή τα κύµατα διαδίδονται µε την ίδια ταχύτητα, θα έχουν το ίδιο µήκος κύµατος λ. 

Έστω ένα σηµείο Σ της επιφάνειας του ελαστικού µέσου που απέχει αποστάσεις r1 και r2 από τις δύο πηγές.  

Η αποµάκρυνση του σηµείου Σ εξαιτίας του κύµατος που φτάνει σε αυτό από την πηγή Π1 κάθε στιγµή εί-

ναι: 
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 ενώ εξαιτίας του κύµατος που φτάνει σε αυτό από την πηγή Π2 είναι: 
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Έτσι, σύµφωνα µε την αρχή της επαλληλίας,  µετά την έναρξη της συµβολής και των δύο κυµάτων στο ση-

µείο αυτό, η αποµάκρυνση του σηµείου Σ θα είναι ίση µε το αλγεβρικό άθροισµα των αποµακρύνσεων y1 

και y2: 

y=y1+y2 
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και στο σηµείο αυτό, εφόσον είµαστε τυχεροί(το γιατί θα γίνει κατανοητό στη συνέχεια…) που τα δύο 

κύµατα έχουν το ίδιο πλάτος Α και µπορεί να βγει κοινός παράγοντας, χρησιµοποιούµε την τριγωνοµετρική 

σχέση: 
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για να καταλήξουµε στην γνωστή: 
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όπου το πλάτος ταλάντωσης του κάθε σηµείου του ελαστικού µέσου δίνεται από την σχέση: 
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Θα πρέπει να γίνει ξεκάθαρο ότι η παραπάνω µελέτη συµβολής αφορά δύο κύµατα από πηγές οι οποίες κάθε 

στιγµή έχουν την ίδια συχνότητα και την ίδια αρχική φάση, είναι δηλαδή σύγχρονες. Συµβολή όµως συµ-
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βαίνει σε κάθε περίπτωση όπου δύο κύµατα διαδίδονται στο ίδιο µέσο, ανεξάρτητα εάν προέρχονται από 

πηγές που είναι συµφασικές ή όχι (παράδειγµα 1) 

Σε αυτές τις περιπτώσεις η µαθηµατική µελέτη της συµβολής µε τον παραπάνω τρόπο είναι δύσκολη. Μπο-

ρεί όµως να απλοποιηθεί εάν δούµε την συµβολή σε κάθε σηµείο από ένα άλλο µάτι.  

Το κάθε σηµείο του ελαστικού µέσου, µετά την έναρξη της συµβολής, δηλαδή από την στιγµή που φτάνει σε 

αυτό και το δεύτερο κύµα, εκτελεί ταυτόχρονα δύο ταλαντώσεις µε ίσες συχνότητες που εξελίσσονται στην 

ίδια διεύθυνση και γύρω από την ίδια θέση ισορροπίας. 

Μας θυµίζει κάτι αυτό; 

Σύνθεση ταλαντώσεων. Το πλάτος της συνισταµένης ταλάντωσής µπορεί να βρεθεί χρησιµοποιώντας την 

σχέση 

συν∆φΑΑ2ΑΑΑ' 21
2
2

2
1 ⋅⋅++=  

όπου ∆φ η διαφορά φάσης των ταλαντώσεων που εκτελεί το σηµείο του ελαστικού µέσου εξαιτίας του κάθε 

κύµατος χωριστά. 

Για δείτε αυτό: 

Κάποτε στην Β’ Λυκείου, ο µαθητής διδασκόταν τις σχέσεις του διπλασίου τόξου: 

 

οπότε στην περίπτωση µας, χρησιµοποιώντας την σχέση του πλαισίου για το πλάτος µπορούµε να γράψου-

µε: 
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Παρατηρούµε δηλαδή ότι χρησιµοποιώντας την σχέση της σύνθεσης δύο ταλαντώσεων της ίδιας συχνότητας 

που εξελίσσονται στην ίδια διεύθυνση, γύρω από το ίδιο κέντρο καταλήγουµε στην ίδια σχέση για το πλάτος 

µε αυτή που καταλήγουµε και από την µελέτη της συµβολής µε την βοήθεια της αρχής της επαλληλίας. Φυ-

σικά να αναφέρουµε ότι η διαφορά φάσης των ταλαντώσεων που εκτελεί ένα σηµείο εξαιτίας κάθε κύµατος 

µπορεί να είναι µεγαλύτερη και από 2π rad, αλλά αυτή ανάγεται στον 1ο κύκλο χωρίς κανένα πρόβληµα για 

τον υπολογισµό του πλάτους. 

 

Η αντιµετώπιση της συµβολής κυµάτων µέσω σύνθεσης ταλαντώσεων είναι ιδιαίτερα χρήσιµη ιδιαίτερα σε 

περιπτώσεις όπως αυτή του παραδείγµατος 2, όπου επειδή οι πηγές ταλαντώνονται µε διαφορετικά πλάτη Α1 

και Α2, όπου εφαρµόζοντας την αρχή της επαλληλίας το πλάτος δεν βγαίνει κοινός παράγοντας από τους δύο 

ηµιτονοειδείς όρους. 

 

Παράδειγµα 1 

Σε δύο σηµεία Π1 και Π2 της ήρεµης επιφάνειας των νερών µίας λίµνης βρίσκονται δύο πηγές παρα-

γωγής αρµονικών κυµάτων ίδιου πλάτους Α=0,05m και συχνότητας f=5Hz τα οποία διαδίδονται µε 

ταχύτητα 2m/s. Την χρονική στιγµή t=0 ξεκινά να ταλαντώνεται η πηγή Π1 χωρίς αρχική φάση, ενώ 

την ίδια στιγµή η πηγή Π2 διέρχεται από την θέση ισορροπίας για 1η φορά µε u<0. 

α) Να γράψετε τις χρονικές εξισώσεις ταλάντωσης των δύο πηγών. 

β) Να γράψετε τις εξισώσεις των τρέχοντων κυµάτων σε ένα τυχαίο σηµείο που απέχει αποστάσεις r1 

από την πηγή Π1 και απόσταση r2 από την πηγή Π2. 

γ) Να βρείτε ποια χρονική στιγµή αρχίζει η συµβολή των κυµάτων σε σηµείο Κ της επιφάνειας που 

απέχει από την Π1 απόσταση r1=2m και από την Π2 απόσταση r2=2,7m. 

δ)  Να γράψετε την χρονική εξίσωση αποµάκρυνσης του υλικού σηµείου Κ µετά την συµβολή των δύο 

κυµάτων στο σηµείο αυτό. 

ε) Να βρείτε την σχέση που πρέπει να πληρούν οι αποστάσεις r1 και r2 από τις δύο πηγές των σηµείων 

στα οποία συµβαίνει: i) ενισχυτική συµβολή ii) ακυρωτική συµβολή. 

 

Λύση: 

α) ω=2πf → ω=10π rad/s 

H πηγή Π1 ξεκινά να ταλαντώνεται την t=0 χωρίς αρχική φάση, οπότε η εξίσωση ταλάντωσης της είναι: 

y1=Aηµωt → y1=0,05ηµ10πt (S.I.) 

H πηγή Π2 την χρονική στιγµή t=0 διέρχεται για 1η φορά από την Θ.Ι. της µε u<0, οπότε η ταλάντωση της 

έχει αρχική φάση φο=π rad, οπότε η εξίσωση ταλάντωσης της είναι: 

y2=Aηµ(ωt+φο) → y2=0,05ηµ(10πt+π)  (S.I.) 
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Προφανώς η πηγή Π2 έχει ξεκινήσει να ταλαντώνεται πριν από χρονικό διάστηµα ∆t=
2

Τ
 από την t=0, που 

σηµαίνει ότι την t=0, στην επιφάνεια γύρω από την Π2 έχουν διαδοθεί κύµατα σε απόσταση 
2

λ
 από την Π2. 

β) u=λ.f → λ=0,4m 

Η αποµάκρυνση του σηµείου Σ εξαιτίας του κύµατος που φτάνει σε αυτό από την πηγή Π1 κάθε στιγµή εί-

ναι: 
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 ενώ εξαιτίας του κύµατος που φτάνει σε αυτό από την πηγή Π2 είναι: 
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γ) Το κύµα από την πηγή Π1 φτάνει  στο σηµείο Κ την χρονική στιγµή: 

1s t02π5100 1Κ =→=⋅−→= tπφ  

Το κύµα από την πηγή Π2 φτάνει  στο σηµείο Κ την χρονική στιγµή: 

25s,1 t02,7π5π100 2Κ =→=⋅−+→= tπφ  

Άρα η συµβολή ξεκινά την χρονική στιγµή 1,25s. 

 

δ) Είναι: 

( )10πt10πηµ0,05yΚ(Π1) −⋅⋅=  

και 
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Η συνισταµένη ταλάντωση που εκτελεί το σηµείο Κ έχει εξίσωση: 
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Χρησιµοποιώντας την τριγωνοµετρική σχέση: 
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καταλήγουµε στην: 
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ε) Η συνισταµένη ταλάντωση ενός τυχαίου σηµείου είναι: 

y=y1+y2 

y=0,05ηµ(10πt-5πr1)+0,05ηµ(10πt+π-5πr2) 

y=0,05[ηµ(10πt-5π.r1) ηµ(10πt+π-5π.r2)] 

Χρησιµοποιώντας την τριγωνοµετρική σχέση: 
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έχουµε: 
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i) Τα σηµεία ενισχυτικής συµβολής ικανοποιούν την σχέση: 
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ii) Τα σηµεία ακυρωτικής συµβολής ικανοποιούν την σχέση: 
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Παράδειγµα 2 

Σε δύο σηµεία Π1 και Π2 της ήρεµης επιφάνειας των νερών µίας λίµνης βρίσκονται δύο πηγές παρα-

γωγής αρµονικών κυµάτων συχνότητας f=10Hz, πλάτους Α1=0,12m και Α2=0,16m αντίστοιχα. Τα κύ-

µατα διαδίδονται στην επιφάνεια του νερού  µε ταχύτητα 2m/s. Την t=0 η πηγή Π1 αρχίζει να ταλα-

ντώνεται χωρίς αρχική φάση ενώ την ίδια στιγµή η Π2 βρίσκεται για πρώτη φορά στην θέση 

y2=+0,16m. 

α) Να γράψετε τις χρονικές εξισώσεις ταλάντωσης των δύο πηγών. 

β) Να γράψετε τις εξισώσεις των τρέχοντων κυµάτων σε ένα τυχαίο σηµείο που απέχει αποστάσεις r1 

από την πηγή Π1 και απόσταση r2 από την πηγή Π2. 

γ) Να βρείτε το πλάτος ταλάντωσης ενός σηµείου Κ της µεσοκαθέτου του ευθυγράµµου τµήµατος 

Π1Π2 µετά την συµβολή και των δύο κυµάτων σε αυτό 

δ) Να βρείτε την σχέση που πρέπει να πληρούν οι αποστάσεις r1 και r2 από τις δύο πηγές των σηµείων 

τα οποία ταλαντώνονται: i) µε µέγιστη τιµή πλάτους και ii) ελάχιστη τιµή πλάτους. 

ε) Ένα άλλο σηµείο Λ της επιφάνειας του νερού απέχει από τις πηγές αποστάσεις r1=1m και r2=1,75m. 

Να βρεθεί η αποµάκρυνση του τις χρονικές στιγµές  t1=0,625s και t2=0,925s. 

 

Λύση: 

α) ω=2πf → ω=20π rad/s 

H πηγή Π1 ξεκινά να ταλαντώνεται την t=0 χωρίς αρχική φάση, οπότε η εξίσωση ταλάντωσης της είναι: 

y1=A1ηµωt → y1=0,12ηµ20πt (S.I.) 

H πηγή Π2 την χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται για 1η φορά στην ακραία θέση ταλάντωσής της οπότε η ταλά-

ντωση της έχει αρχική φάση φο=
2

π
 rad, οπότε η εξίσωση ταλάντωσης της είναι: 

y2=A2ηµ(ωt+φο) → y2=0,16ηµ 






 +⋅
2
π

t20π   (S.I.) 

β) u=λ.f → λ=0,2m 

Η αποµάκρυνση του σηµείου Σ εξαιτίας του κύµατος που φτάνει σε αυτό από την πηγή Π1 κάθε στιγµή εί-
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ναι: 
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 ενώ εξαιτίας του κύµατος που φτάνει σε αυτό από την πηγή Π2 είναι: 
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γ) Στην περίπτωση αυτή εάν προσπαθήσουµε να εφαρµόσουµε την αρχή της επαλληλίας για να βγάλουµε 

την εξίσωση αποµάκρυνσης ενός τυχαίου σηµείου καταλήγουµε σε αδιέξοδο, διότι δεν µπορούµε να βγά-

λουµε το πλάτος κοινό παράγοντα και να εφαρµόσουµε την τριγωνοµετρική ταυτότητα, δεδοµένου ότι οι 

πηγές έχουν διαφορετικά πλάτη ταλάντωσης. 

Θα αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα σαν σύνθεση ταλαντώσεων. 

Η διαφορά φάσης των ταλαντώσεων που εκτελεί ένα τυχαίο σηµείο που απέχει r1 και r2 από τις δύο πηγές 

είναι: 

∆φ= 






 ⋅−+⋅ 2r10π
2
π

t20π − ( )1r10πt20π ⋅−⋅  

∆φ=10π(r1-r2)+
2

π
 

Για τα σηµεία της µεσοκαθέτου r1=r2, είναι ∆φ=
2

π
 rad, οπότε το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Κ είναι: 

συν∆φΑΑ2ΑΑΑ' 21
2
2

2
1 ⋅⋅++=  

2
π

συν0,160,1220,160,12Α' 22 ⋅⋅⋅++=  

Α’=0,2m 

δ) Το πλάτος των διαφόρων σηµείων του µέσου είναι  

συν∆φΑΑ2ΑΑΑ' 21
2
2

2
1 ⋅⋅++=  

όπου 

∆φ=10π(r1-r2)+
2

π
 

i) Τα σηµεία που ταλαντώνονται µε µέγιστη τιµή πλάτους  

Α’=Α1+Α2=0,14m 

Είναι αυτά για τα οποία: 

συν∆φ=+1 
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συν[10π(r1-r2)+
2

π
]=+1 

10π(r1-r2)+
2

π
=2Νπ 

10π(r1-r2)=
2

14Ν −
 

r1-r2=
20

14Ν −
 µε Ν=0,±±±±1,±±±±2… 

 

ii)  Τα σηµεία που ταλαντώνονται µε ελάχιστη τιµή πλάτους  

212121
2
2

2
1 ΑΑΑ(ΑΑΑ2ΑΑΑ' −=−=⋅−+= 2) =0,04m 

Είναι αυτά για τα οποία: 

συν∆φ=-1 

συν[10π(r1-r2)+
2

π
]=-1 

10π(r1-r2)+
2

π
=(2Ν+1)π 

10π(r1-r2)=
2

14Ν +
 

r1-r2=
20

14Ν +
 µε Ν=0,±±±±1,±±±±2… 

� Στην περίπτωση αυτή είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι δεν υπάρχουν σηµεία του ελαστικού µέ-

σου τα οποία µετά την έναρξη της συµβολής να είναι συνεχώς ακίνητα(Α’=0, δεσµοί), απλά υπάρχουν ση-

µεία που ταλαντώνονται µε ελάχιστη τιµή πλάτους. 

 

ε) Στο σηµείο Λ φτάνει το κύµα από την πηγή Π1 την χρονική στιγµή: 

st 5,0tπ10200 11)1Π(Λ =⇒−⇒= πφ  

ενώ το κύµα από την πηγή Π2 φτάνει την χρονική στιγµή: 

st 85,0t1,75π10
2

200 11)2Π(Λ =⇒⋅−+⇒=
π

πφ  

Άρα την χρονική στιγµή t1=0,625s το σηµείο Λ ταλαντώνεται µόνο εξαιτίας του κύµατος που έχει φτάσει σε 

αυτό από την πηγή Π1, οπότε: 

( )
( )

0,12my

10π12,5πηµ0,12y

110π0,62520πηµ0,12y

Λ

Λ

Λ

=

−⋅=

⋅−⋅⋅=

 

Την  χρονική στιγµή t2=0,925s στο σηµείο Λ έχει ξεκινήσει η συµβολή 



Υλικό Φυσικής – Χηµείας Κύµατα 

 

 www.ylikonet.gr 9 

( )
( )

0,12my

10π18,5πηµ0,12y

110π0,92520πηµ0,12y

Λ(Π1)

Λ(Π1)

)Λ(

+=

−⋅=

⋅−⋅⋅=Π1

 

Και 

( )
0,16my

1,5πηµ0,16y

17,5π
2
π

18,5πηµ0,16y

1,7510π
2
π

0,92520πηµ0,16y

Λ(Π2)

Λ(Π2)

Λ(Π2)

Λ(Π2)

−=

⋅=








 −+⋅=








 ⋅−+⋅⋅= 

 

Σύµφωνα µε την αρχή της επαλληλίας: 

yΛ=yΛ(Π1)+yΛ(Π2) 

yΛ=+0,12−0,16 

yΛ= −0,04m 

 
Επιµέλεια 

Πέτρος Καραπέτρος 


