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Σχέσεις µεταξύ των δυνάµεων  στην εξαναγκασµένη  ταλάντωση. 

 

Το λάθος: 

Όταν ένα αυτοκίνητο κινείται µε σταθερή ταχύτητα η κι-

νητήρια δύναµη εξουδετερώνει την αντίσταση. Οι δυνά-

µεις έχουν ίδιο µέτρο.  

Φυσικά όση ενέργεια αφαιρεί η αντίσταση τόση ενέργεια 

προσφέρει ο κινητήρας. 

Η δράση του κινητήρα εξουδετερώνει την αντίσταση. 

 

Στην εξαναγκασµένη ταλάντωση µε απόσβεση (µετά από ένα χρονικό διάστηµα) το πλάτος σταθεροποιείται. 

Όση ενέργεια χάνει το σύστηµα σε µια περίοδο τόση προσφέρει ο διεγέρτης στον ίδιο χρόνο. 

Μπορούµε να πούµε ότι η δράση του διεγέρτη εξουδετερώνει την αντίσταση. 

Η αναλογία µε την περίπτωση του αυτοκινήτου µπορεί να µας παρασύρει και να πούµε ότι οι δυο δυνάµεις 

είναι αντίθετες. Είναι όµως ; Όπως θα δούµε είναι αντίθετες µόνο όταν η συχνότητα του διεγέρτη είναι ίση 

µε την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή.  

 

 

Σχέσεις µεταξύ των δυνάµεων στην εξαναγκασµένη ταλάντωση. 

Ας δούµε το πρόβληµα στην γενική του µορφή. 

Το, αρχικά ακίνητο,  σώµα του σχήµατος είναι συνδεδεµένο µε ιδανικό ελατήριο και συναντά κατά την κί-

νησή του αντίσταση που έχει αντίθετη φορά από την ταχύτητα και µέτρο ανάλογο της ταχύτητας.  

Ισχύει δηλαδή ότι .F bαντ υ= −  

Κατάλληλος διεγέρτης ασκεί δύναµη που µεταβάλλεται αρµονικά µε τον χρόνο, δηλαδή: 

( )oF F tδ ηµ ω θ= +  

 

Αρχικά το πλάτος είναι µικρό και τελικά , µετά την πάροδο των λεγοµένων µεταβατικών φαινοµένων, στα-

θεροποιείται σε µια τιµή A . Απ’ εκεί και µετά ο διεγέρτης έχει επιβάλλει την κυκλική του συχνότητα ω. 

Εποµένως η θέση του σώµατος µπορεί να γραφεί ( ).x A tηµ ω ϕ= + . (Από µια χρονική στιγµή και µετά) 

Στόχο έχουµε να υπολογίσουµε τις δυνάµεις που δέχεται αν γνωρίζουµε τα , ,A ω ϕ .  
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Υπολογισµοί. 

Από τη σχέση ( ).x A tηµ ω ϕ= +  υπολογίζουµε ταχύτητα και επιτάχυνση. 

( ). .A tυ ωσυν ω ϕ= +  και  ( )2 .a A tω ηµ ω ϕ= − +  

Από τις παραπάνω σχέσεις υπολογίζουµε την δύναµη επαναφοράς , την αντίσταση και την συνισταµένη ό-

λων των δυνάµεων. 

( ). . .F k x k A tεπ ηµ ω ϕ= − = − +  

( ). . . .F b b A tαντ υ ωσυν ω ϕ= − = − +  

( )2. .F m a m A tω ηµ ω ϕ= = − +∑  

Φυσικά ισχύει ότι  F F F F F F F Fεπ αντ δ δ επ αντ= + + ⇒ = − −∑ ∑  

( ) ( ) ( )2 . . . . . .F m A t k A t b A tδ ω ηµ ω ϕ ηµ ω ϕ ωσυν ω ϕ⇒ = − + + + + +  

( ) ( ) ( )2 . . .F k m A t b A tδ ω ηµ ω ϕ ω συν ω ϕ⇒ = − + + +  

( ) ( )2 . . .
2

F A k m t b tδ

π
ω ηµ ω ϕ ωηµ ω ϕ

  ⇒ = − + + + +    
 

Πως θα υπολογίσουµε το άθροισµα ( ) ( )2 . . .
2

k m t b t
π

ω ηµ ω ϕ ωηµ ω ϕ − + + + + 
 

 ;;;; 

Θα χρησιµοποιήσουµε την τεχνική της σύνθεσης ταλαντώσεων ίδιας συχνότητας και θέσης ισορροπίας. 

( ) ( ) ( )2 . . . .
2

k m t b t M t
π

ω ηµ ω ϕ ωηµ ω ϕ ηµ ω ϕ ϕ − + + + + = + + ∆ 
 

 

Όπου ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 22 2 2. 2 .

2
M k m b k m b k m b

π
ω ω ω ωσυν ω ω= − + + − = − +  

και    
2

2

. . .2

. .
2

b b

k mk m b

π
ωηµ ω

εϕ ϕ εϕ ϕ
π ωω ωσυν

∆ = ⇒ ∆ =
−− +

 

Οπότε  ( ) ( ) ( )
2 22 . .F A k m b tδ ω ω ηµ ω ϕ ϕ⇒ = − + + + ∆  

Η δυνάµεις εποµένως υπολογίζονται αν γνωρίζω τα , ,A ω ϕ . 

( )2. .F m a m A tω ηµ ω ϕ= = − +∑  

( ). . .F k x k A tεπ ηµ ω ϕ= − = − +  

( ). . . .F b b A tαντ υ ωσυν ω ϕ= − = − +  

( ) ( ) ( )
2 22 . .F A k m b tδ ω ω ηµ ω ϕ ϕ= − + + + ∆  
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Ενδιάµεσα είχαµε δείξει ότι ( ) ( ) ( )2 . . .F k m A t b A tδ ω ηµ ω ϕ ω συν ω ϕ= − + + +  

Η κυκλική ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή είναι 2
o o

k
k m

m
ω ω= ⇒ =  

Οπότε έχουµε ότι ( ) ( ) ( )2 2 . . .oF m A t b A tδ ω ω ηµ ω ϕ ω συν ω ϕ= − + + +  

Από την τελευταία γίνεται φανερό το ότι αν oω ω=  , δηλαδή έχουµε συντονισµό στον οποίο µεγιστοποιεί-

ται η  µέγιστη ταχύτητα, τότε ( ). .F b A t Fδ αντω συν ω ϕ= + = −  

Σε αυτήν την περίπτωση οι δύναµη του διεγέρτη είναι αντίθετη της αντίστασης. Σε κάθε άλλη περίπτω-

ση οι δυνάµεις έχουν διαφορετικά µέτρα , όµως όσο έργο αφαιρεί η αντίσταση, σε χρόνο µιας 

περιόδου, τόσο προσφέρει η δύναµη του διεγέρτη. 

Η ισότητα (κατ’ απόλυτη τιµή) των έργων δυο δυνάµεων (στη διάρκεια της περιόδου) δεν συνεπάγεται ισό-

τητα των µέτρων τους, ούτε ότι κάθε στιγµή ο ρυθµός παραγωγής έργου (η ισχύς κάθε δύναµης) είναι αντί-

θετα. 

 

Εφαρµογή 

 

Το σώµα του σχήµατος βρίσκεται πάνω σε λεία 

σανίδα συνδεδεµένο µε ιδανικό ελατήριο. Κινού-

µενο συναντά αντίσταση .F bαντ υ= −  , όπου υ η 

ταχύτητά του και 
.

15
N s

b
m

= . ∆εχόµενο περιοδική 

δύναµη F εκτελεί εξαναγκασµένη ταλάντωση µε εξίσωση 0,2. 5    (S.I)x tηµ= . 

Να γραφούν οι εξισώσεις της ταχύτητας , της αντίστασης , της δύναµης του ελατηρίου και της δύναµης του 

διεγέρτη. 

Απάντηση: 

. . 0,2.5. 5 5    (S.I)A t t tυ ωσυνω συν υ συν= = ⇒ =  

. 15. 5    (S.I)F b tαντ υ συν= − = −  

. 20. 5    (S.I)F k x tελ ηµ= − = −  

Επειδή το σώµα εκτελεί ταλάντωση ισχύει για τη συνισταµένη: 

2 5. 5    (S.I)F m x tω ηµ= − = −∑  

Όµως 5. 5 20. 5 15. 5F F F F F F F F t t tελ αντ ελ αντ ηµ ηµ συν= + + ⇒ = − − = − + +∑ ∑  

15 5 15. 5     (S.I)F t tηµ συν⇒ = +  

Έχουµε υπολογίσει την δύναµη αλλά ας την γράψουµε ως ( )oF F tηµ ω θ= +  

Θα ακολουθήσουµε την γνωστή τεχνική της σύνθεσης ταλαντώσεων. 

100Nk m= 1m kg=
F
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Γράφουµε τη δύναµη ως άθροισµα ηµιτόνων 

15 5 15. 5 15 5 15. 5    (S.I)
2

F t t t t
π

ηµ συν ηµ ηµ  = + = + + 
 

 

2 2 215 15 2.15.15 15 .2 15 2
2oF N
π

συν= + + = =  

Επίσης 
15. 12 1

1 0 415 15.
2

π
ηµ π

εϕθ θ
π

συν
= = = ⇒ =

++
   ή 

5

4

π
θ =  

Η δεύτερη λύση απορρίπτεται εύκολα από το σχήµα µε τα στρεφόµενα διανύσµα-

τα. 

   Οπότε        15 2. 5      (S.I)
4

F t
π

ηµ  = + 
 

 

Η πρόσθεση ειδικά εδώ που το ηµ και το συν είχαν ίδιους συντελεστές θα µπορούσε να γίνει µε χρήση του 

τύπου: 

2
2 2

α β α β
ηµα ηµβ συν ηµ

− +
+ =  

∆ηλαδή: 15 5 5 15.2 . 5 15 2. 5      (S.I)
2 4 4 4

F t t t t
π π π π

ηµ ηµ συν ηµ ηµ
      = + + = + = +      

      
 

 

 
Επιµέλεια 

Γιάννης Κυριακόπουλος 
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